"Come si fa" a svolgere vari tipi di esercizi
2 — gruppi

(algoritmi — avvertenze — casi speciali — esempi) Attenzione... gli argomenti non sono in ordine, poiché sono

22

pensati per essere svolti al termine della teoria. Quindi si usa il metodo migliore per risolverli, anche se nella
teoria & presentato pil avanti della definizione.

Alcuni degli esercizi presentati erano parte di temi d’ esame, e le |ettere che compaiono hanno i seguenti significati:

Matricola(N) datadi nascita (6/M/A)
n:=N mod 1000; g:= (6 mod 5) + 4; m:= (M mod 6) + 2; a:= A mod 100

Gruppi di sostituzioni

Per le definizioni, vedi dispense.

Ogni permutazione (0 sostituzione) pud esser scritta, in modo unico, come prodotto di cicli
disgiunti. Il prodotto di permutazioni pud essere svolto direttamente, 0 con le permutazioni scritte
come prodotto di cicli disgiunti.

Cicli disgiunti commutano: p ¢ =¢ p, quindi (p ¢)°= p° ¢° ecc.

Ogni permutazione pud essere scritta in vari modi come prodotto di trasposizioni (o scambi) ma il
numero di tali scambi & sempre pari 0 sempre dispari. Se € un ciclo di lunghezza k, il nhumero
minimo di scambi possibili € £ —1. Se la permutazione & prodotto di cicli, disgiunti 0 meno, uno di
tali prodotti si ottiene accostando gli scambi con cui vengono ottenuti i vari cicli. Ad esempio il
guadrato di una permutazione pari € pari, quello di una permutazione dispari € pari; il prodotto di
una permutazione dispari per una pari € dispari ecc.

123456
2 3156 4

Esempio 1:( }:(1 2 34 5 6).

Esempio 2: In S7il prodotto di cicli (nondisgiunti) (5 2 1 42 6 1 7)(3 4 2 6)eé

123456 7(12345867y12345686 7).
4135267\7634512\1642537)
1234567

=1 72 4 6 3 5
7 456231

Esempio 3: In S+ il prodotto di cicli (non disgiunti)
p=(2537(143674271)(3546)

l1- 1 —- 4— 3 — 7 dpateda primoelementoelos segue

7— 7—> 1 > 4 - 4 dripateddl'dementoacui s eraarrivati

4 ->6—> 6 > 7— 2 s continuaalo stesso modo

2—>2—> 71— 1 ilciclos échiusoperchés éottenuto |'elemento di partenza.
3—-5—-5—> 5—3 [I'eementostafermo

5—- 452 — 2 — 5 |dementostafermo

6 >3 >3 —>6 >6 I'dementostafermo = p=(Q17 4 2)(B)(6)=(1 7 4 2)

Esempio 4: Sef=(15) (234), calcolarefz, f3,f4 e stabilirne la parita.
f=(15234)=(15(Q2 42 3) = digpari
f?=(2 4 3) =(2 4)(2 3), maanche (1 5)(2 4)(2 3)(1 5)(2 4)(2 3) = pari
£3=(15) = dispari
f*=234=2 42 3) = pai



Esempio 5: Sef=(15243), cdcolare, /!
L'inverso di un ciclo s ottiene partendo dal primo elemento (1 in questo caso) e percorrendo il ciclo
"dal fondo" ciog f: 1=>5=>2=04=3 L @3@4}2 quindi f*=(13425)

w

Esempio 6: In S;consideriamo p=(1 3 7). Trovare alcune permutazioni che commutano con p.
Ci sono sicuramente almeno queste:

Id, che commuta con tutte, (1 7 3) I'inversa (che coincide col quadrato)

(24, (25), (2 6), (4 5), (4 6),(5 6), icicli disgiunti dap di periodo 2
(245),(246),(256),(456),(254),(264),(265),(465), i cicli disgiunti dap di periodo 3
(2456),(2654),(2564),(2465),(2645),(2546)i cicli disgiunti dap di periodo 4
(25)(46), (26)(45), (2 4)(5 6) prodotti possibili di quelli di periodo 2.

Esercizi
= Trasformare in prodotto di cicli disgiunti:
1 23 456
0 (16543)
521 36 4
1 234567 89
0 (12453)(687)
2 41538679
0 1234 (14)(23)
4 3 21
1 23 456
0 (125)(46)
25361414
1 23 45
0 (12435)
2 4531
= Eseguirei prodotti seguenti:
0 (13246)(24357)(317542) (146)(25)
0 (14265)(2536)(16243)(2456) (1625) (34
0 (142765)(2536)(16743)(2456) (17256)(34)
0 (2836)(15723)(12456) (16524783

=  Provareche (13)°(24) = (14)=(12)=(4 3)=(14) = (4 2)=(4 1)=(4 3)=(4 1)
= Scrivere come prodotto di cicli disgiunti e stabilire se e pari o dispari:

0 (1528)(372458)(14836) (124365)(87) pari
0 (05281)(4961)(283)(02493) (0146)(35298) dispari
0 (15386)(286)(386)(12493) (168249) (35) pari
123 45

. Siafz(1 435 ZJ.Esisteunasostituzioneg(apartel’identité)talechegf:fg?lncaso

affermativo determinare g.

Periodo di un elemento in un gruppo finito

Il periodo di un elemento e il piu piccolo esponente a cui s deve elevare I'elemento per avere il
neutro.

Nel caso di sostituzioni scritte come prodotto di cicli disgiunti il periodo € uguale a mcm del
periodo dei cicli, che coincide con laloro lunghezza.

Alcune proprieta del periodo sono legate ai sottogruppi generati dalle potenze (che nelle dispense si
fanno dopo) ad esempio il periodo di un elemento é un divisore dell'ordine del gruppo.




Esempio 1: Che periodo hanno gli elementi di (Z*1,,%)={1, 5, 7, 11} ?

Periododi 1 =1 écosi sempre per I'elemento neutro di ogni gruppo, per convenzione sulle potenze.
Periodo di 5 52=25=1mod12 =2

Periodo di 7 7°=1mod 12 = 2

Periodo di 11 11°= 1 mod 12 = 2

Esempio 2: Che periodo hanno gli elementi di (Zs,+)?
Periododi0 =1

Periododi 1 1°=2 13=3 1*=4 1°=0 =5
Periododi 2 2°=4 2%=6=1 2%=3 2°=5=0 =5
Periododi 3 3%=6=1 3%=9=4 3P=7=2 3°=5=0 = 5
Periododi 4 4°=8=3 43=7=2 4=6=1 4°=5=0 =25

Esempio 3: Che periodo hanno gli elementi di (Zg,+)?
Periododi0 = 1

Periododi 1 1%=2 1°=3 1*=4 1°=5 1°0 =6
Periododi 2 2°=4 2°-6=0 =3

Periododi 3 3%=6=0 = 2

Periododi 4 4?=8=2 43=6=0 = 3

Periododi 5 5°=10=4 5=3 5'=25=1 5=026

Esempio 4: Che periodo hail ciclop=(1 3 6 8 2 5 4)?
ha periodo 7, coincidente col numero dei suoi elementi (lunghezza del ciclo), infatti:

(1368254)°=(162438H5) (1368254)°=(1846532)
(1368254)'=(1235648) (1368254)°=(1583426)
(1368254)°=(1452863) p'=id.

Oss: 1+6=7 2+5=7, 3+4=7 quindi p°® &I’inversadi p, p° &l'inversadi p? p® & l’'inversadi p*.

Esempio 5: Cheperiodo hap = (135 2) (4 6 7) che édatadaun prodotto di cicli disgiunti?
| due cicli hanno rispettivamente lunghezza 4 e 3, p ha come periodo mem(4, 3)=12, infatti:

p=(1352)(467) p?=(15)(32(@476) p°=(1253) p*=(467)
p°=(1352)476) p°=(15)(32) p'=(1253)(467) p2=(476)
p’=(1352) p°=(15B2467) pT=(1253)(476) pP=id

Esempio 6: Siap un elemento di periodo 12. Stabilire che periodo hanno p°, p°, p° p°, p™°.
Sappiamo dall'ipotesi che p* = id. Allora (p°)*= id, quindi p® ha periodo 4, MCD(5,12)=1, quindi
p° ha periodo 12; MCD(8,12) = 4, alora mcm(8,12)= % =24 , quindi p® ha periodo 3, che & la
pitl piccola potenza di p® che da id. Risulta 3 = 12/ MCD(8,12). Analogamente p° ha periodo
4=12/IMCD(9,12) e p"® ha periodo 6=12/M CD(10,12).

Esercizi

= Determinareil periododi p=(1 4 2 6 7 3 8 5), indicandone |le potenze.

= Determinareil periododi p =(1 3 5)(2 4) =rs, indicandone |e potenze.

= S considerino le permutazioni di S7:  p = (1253)-(124) -(127) e g =(124) -(126). Scrivere p,
q, q°p € p~q come prodotto di cicli disgiunti e calcolarneil periodo.

= Se g ha periodo 24, che periodo hanno g*, g° g'® g%, g%, g*'?? Serve sapere qualcosa sul
gruppo di cui g & elemento?

= Seg haperiodo 20, che periodo hanno g*, %, g*, g%, g, g2



. L . _ 1 23 456 7 8
= Si consideri la seguente permutazionep di Sg: .

37584261

e scriverep come prodotto di cicli disgiunti e stabilire se € pari o dispari
e determinareil periodo di p, p° ep°
= Né gruppo ssimmetrico Sio Siak la permutazione cosi ottenuta:
0 s accostino g, m,aedN (ades. 911 77 440155) ;
0 s suddividano lecifrein tre gruppi di 2, 2, 3 cifre e le restanti
[es. (9)(17)(744)(0155)]
0 seinungruppo ci sono cifre ripetute si eliminino quelle pit a destra
[es. (91)(A7)(74H(015)]
0 S eseguail prodotto dei cicli ottenuti.
e s scompongak in cicli disgiunti ein prodotto di trasposizioni stabilendo se . € pari o dispari
e s determini il periodo di £.
e S determini, senzaeseguirei conti delle potenze, il periodo di 49, di k™, di £°

SoT’rogruEEi

Un sottoinsieme é sottogruppo se € a sua volta gruppo, mala definizione & scomoda per le verifiche.

C'é una condizione necessaria (il sottoinsieme deve contenere il neutro) che serve a eliminare vari

casi, ma per la verifica serve il criterio: se g e & sono generici elementi dell'insieme, anche g nt

deve appartenere al'insieme.

Proprieta:

= L'ordine di un sottogruppo & un divisore dell'ordine del gruppo, ma non é detto che ci sia un
sottogruppo che abbia come ordine ogni divisore dell'ordine del gruppo, né che ce ne sia uno
solo per ogni ordine. Esi stenza e unicita sono garantite solo per i gruppi ciclici.

= Trai vari sottogruppi di un gruppo ci sono quelli generati dagli elementi del gruppo, attraverso
le loro potenze. Sono i soli esistenti nel caso il gruppo di partenza siaciclico.

= Laterae di un sottogruppo € l'insieme di tutti gli elementi ottenuti eseguendo I'operazione del
gruppo tra un elemento, detto rappresentante, e tutti gli elementi del sottogruppo. | laterali di un
sottogruppo non sono sottogruppi, a meno che il rappresentante non appartenga al sottogruppo
(nel qual caso il laterale coincide col sottogruppo). | laterai di un sottogruppo di un gruppo
finito, hanno lo stesso numero di elementi del sottogruppo stesso.

= | laterali di un sottogruppo costituiscono una partizione del gruppo.

Esempio 1: S consideri il gruppo Se
o Scrivere la permutazione o =(2 6 3 5)(4 6 5)(3 4 6)(1 5 3) come prodotto di cicli
disgiunti
o stabilire se o € pari o dispari
o determinare I'ordine del sottogruppo H di Sg generato da o e indicarne gli elementi
o determinare gli elementi del laterale destro di A individuato da (1 2 3).
Risultacc =(142653)
Eoa=(13)(15)(16)(12)(14) quindi & dispari
Il sottogruppo H haordine 6, uguale a periodo di o Risulta: H ={a., o, o.°, o*, o°, a’=id}=
{a=(142653),0’=(125)(346), o>=(16)(23)(45), a*=(152)(36 4), a°=(135624), id}
Il laterale richiesto e costituito dagli elementi: {(142653)(123), (125)(346)(123),
(16)(23)(45)(123),(152)(364)(123),(135624)(123),(123)} =
{(165342),(15)(2463),(136)(45),(26435),(14)(256), (12 3)}

Esempio 2: determinarei sottogruppi di (Z*1,,%) ={1, 5, 7, 11}.
Sappiamo che periodo hanno gli elementi di (Z*12,%)



Periododi 5 5=1mod12 = &2 quindi{1, 5} & sottogruppo di (Z*12,x)

Periododi 7 7°=1mod 12 = &2 quindi {1, 7} & sottogruppo di (Z*12,¥)

Periodo di 11 11°=1 mod 12 = &2 quindi {1, 11} & sottogruppo di (Z*1,,¥)

Ne esistono atri? Sicuramente NO: gli ordini possibili dei sottogruppi sono solo 1, 2, 4; i
sottogruppi di ordine 1 0 4 sono impropri e di ordine 2 non ne possono esistere altri: devono
contenere solo I’identita e un elemento, e quindi sono solo quelli.

Esempio 3: determinarei sottogruppi di (Z*16,x) ={1, 3,5, 7, 9,11, 13, 15}.
Z*1s haordine 8. | divisori di 8 sono 1, 2, 4, 8mal e 8 danno i sottogruppi impropri. Cerchiamo
dapprimai sottogruppi ciclici:

1 {1
3 {3, 9 11, 1}
5 {5, 9, 13, 1}
7 {7, 1}

9 {9, 1}

11 {11, 9, 3, 1}
13 {13, 9, 5, 1}

15 {15, 1} questi sono TUTTI i sottogruppi generati dagli elementi.

Ce ne sono altri? Potrebbero: ci sono elementi di periodo 2 che potrebbero essere contenuti in
sottogruppi propri di ordine 4: proviamo a costruire il sottogruppo che contiene 7 e 9... deve
contenere anche 72, 9° e 7x9, quindi s trova{7, 9, 1, 15} non generato da nessun elemento o con
due generatori, 7 € 9; s verifica con pochi conti che anche i prodotti degli atri elementi stanno nel
sottoinsieme.

Esercizi
e Stabilirequali dei seguenti sottoinsiemi sono sottogruppi del gruppi assegnati:
e L'insiemede numeri pari 0 del numeri dispari in (Z,+)
e | quadrati perfetti in (Z,+)
e |l sottoinsieme di (Qo,x) 0 (Qo,+) formato datutte le frazioni egiziane (con numeratore 1)
{1,12,13, 14, 15, ..}
e L'inseme({1,-1} x}inQ oinR.
o Sen<m, (Znt)in(Zn,+)
e Lepotenzedi 2in(Z,+)
e Siconsideri il gruppo Sg
e Scrivere la permutazione oo =(1 6 3 5)(4 2 6 5)(3 5 4 6)(1 5 4) come prodotto di cicli
disgiunti
stabilire sea. e pari o dispari
determinare I'ordine del sottogruppo X di Sg generato daa e indicarne gli elementi
determinare gli elementi del laterale destrodi A individuato da (1 2 3).
Determinarne tutti i sottogruppi.
e Siconsideri un gruppo (G ) di a elementi. Quali delle seguenti affermazioni sono vere?
e G puo ammettere un sottogruppo di ordine m e un sottogruppo di ordineg.

e Seze@,z*=u(oveu &l'unitade gruppo).

GruEEi ciclici

| gruppi ciclici sono un particolare tipo di gruppi, i cui elementi sono tutte potenze di uno stesso
elemento detto generatore. Sono quindi tutti abeliani.

Abbiamo gia detto piu sopra le caratteristiche del sottogruppi di un gruppo ciclico: sono tutti gruppi
ciclici e ne esiste uno e uno solo per ogni divisore dell'ordine del gruppo.




Abbiamo giavisto che gruppi non ciclici, e addirittura non abeliani, hanno sottogruppi ciclici: quelli
generati dai vari elementi.

| gruppi (Z »,+) sonotutti ciclici, poiché 1 e un loro generatore.

| gruppi (Z*,, x) sono ciclici se p € primo, mail generatore non € cosi evidente.

| gruppi (Z*,, ) , con n non primo, non € detto che siano ciclici.

Tutte le potenze di un eventuale generatore con esponente primo col periodo del generatore sono a
loro volta generatori.

Esempio 1: Trovare un generatore diverso da 1 nel gruppo (Zs,+) ={0, 1,2, 3,4, 5, 6, 7}.
E notoriamente inutile provare il neutro, che genera sempre solo sé stesso.

2460 NO
36147250 S
40 NO
52741630 Si
6420 NO
76543210 S ... sono generatori gli elementi primi con 8.

Questa proprieta & comune artutti gli (Z,, +): i generatori sono i numeri primi con z.

Esempio 2: Si stabiliscaseil gruppo (Z *1s,x) e ciclico. Se ne determinino tutti i possibili
sottogruppi.

(Z *15,x)={1,2,4,7,8,11, 13, 14} ordine8

Costruiamo i sottogruppi generati dagli elementi.

{2,4,8,1} {4 1} {7,4, 13,1} {8,4,2, 1} {11,1} {13,4,7,1} {14, 1} non éciclico perché
nessun elemento ha periodo 8.

Si noti che 2 e 8=2° generano o stesso sottogruppo di ordine 4 (come pure 7 e 13:73) poiché
MCD(1,4) = MCD(3,4)=1.

Oss. Abbiamo detto che tutte |e potenze di un eventual e generatore con esponente primo col periodo
del generatore sono aloro volta generatori. Quindi se fosse stato ciclico generato da un elemento a,
essendo di ordine 8 anche a3 «°, o’ sarebbero stati generatori, e non potevano esserci due
sottogruppi diversi di ordine 4, ma solo quello costituito da a?, a*, a®, & e uno solo di ordine 2,
costituito daa”, a°.

Ammette altri sottogruppi?

E possibile, dal momento che esistono elementi di periodo 2 e il massimo ordine possibile per i
sottogruppi propri (per il teorema di Lagrange) € 4. Se esistono altri sottogruppi, non possono
contenere gli elementi di periodo 4, perché altrimenti conterrebbero tutto il sottogruppo da essi
generato, e quindi coinciderebbero col gruppo.

Un eventual e sottogruppo non ciclico puo contenere ad esempio, 11 e 14, ma alora contiene anche
4 cheeil loro prodotto e 1 che eil loro quadrato.

Si trova quindi il sottogruppo non ciclico {11, 14, 1, 4}

Esempio 3: (Z*,, x) Proviamo avedere acuni valori di » non primo:

gruppo Elementi ord |Ciclico? generatori Sottogruppi non banali
Z*, x 1,3} 2 S (@331

7%, x (1,5} 2 S 5251

7%, %x {1,3,5,7} 4 No {3,1},{51},{7, 1}

0 24,8751 ({81}

Z*9!X {1l 2! 4| 5| 7| 8} 6 S‘|
52 57,84,21 {471




(1,3,7,9 4 S 3% 3971 (9, 1}
Z* ) ] ] ] I H
10 727931
Z*,, x {1,5,7,11} 4 No (5, 1},{7, 1}, {11, 1}
 B=39131151 (1,13}
Z*4, % 1,3,5,9, 11, 13} 6 S
5=511,139,3,1 11,9 11},
{2481} {74,131},
Z*s x (1,2,4,7,811,1314} |8 No {41} {11,1} {14,1},
{11,14,4,1} non ciclico
{3,9,11,1} {5,9,13,1},
Z*6 x 1,35,7,9,11,13,15} |8 No {7,1}.{9,1} {151},
{7,15,9,1} non ciclico
 B=57171311,1 {171}
Z*g, x (1,5,7,11,13,17} 6 Si
11=11,13,17,7,51 {7,131},
{3,9,7,1} {13,9,17,1},
Z %0, x (1,3,7,9,11,13,17,19} |8 No 11,1} {9,1} {19,1},
{11,9,19,1} non ciclico
e (11357913 15/,4 | g 7=7,5,13,3,21,15,17,13.9,5,15,1}
22 * 117,19, 21} 0,19,1 (21,1}
Esercizi
Si consideri la seguente permutazione p di S 1234567889
° . .
seguentep PT=%14 719068523

a) Scriverep ep™ come prodotto di cicli disgiunti.
b) Determinarel'ordine e gli elementi del sottogruppo X di S¢ generato dap.
¢) Individuare quali potenze di p non sono generatori per X.

Omomorfismi di gruEEi

Si dice omomorfismo tra due gruppi (H, o) e (K, o) unacorrispondenzaf: H — K tragli elementi
che associ ad ogni elemento del dominio H un elemento del codominio K in modo tale che soddisfi

lacondizione f'(xoy) =f(x) o f (v) per ogni coppiadi elementi

= L'insieme degli elementi che sono trasformati nel neutro del codominio € un sottogruppo del

dominio chiamato nucleo.

= L'insieme degli elementi che sono i trasformati negli elementi del dominio e un sottogruppo del

codominio chiamato immagine

= Seil dominio e finito, I'ordine del nucleo moltiplicato per I'ordine dell'immagine € I'ordine del

codominio.

= Tutti gli elementi di uno stesso laterale del nucleo vengono trasformati nello stesso elemento.
Le ultime due proprieta consentono di calcolare tutti i possibili omomorfismi di un gruppo in un

altro, utilizzando sempre la stessa struttura:
e nucleo = neutro,

e laterali del nucleo = elementi immagine




Attenzione:

= deve conservare le operazioni, cioé essere un omomorfismo!

= Seun eemento x del dominio ha periodo /, e quindi =u (neutro), il suo trasformato y = f{x)
ha periodo o & o un divisore di k, infatti deve esserey = f(x)*= flu) = u'

Due gruppi ciclici dello stesso ordine sono sempre isomorfi. La corrispondenza biunivoca tra due

gruppi ciclici dello stesso ordine si ottiene mettendo in corrispondenza i generatori. Questo pero

non vuole affatto dire che ogni omomorfismo tra gruppi ciclici dello stesso ordine sia un

isomorfismo, ma solo che ne esiste almeno uno.

Questa affermazione si puo adattare anche a caso in cui il codominio sia un gruppo qualsiasi.

Seil dominio & ciclico s pud costruire una "tavola pitagorica" degli omomorfismi, mettendo

= nellaprima colonna un generatore, seguito dalle sue potenze, in ordine crescente di esponente

= nelaprimarigagli elementi del codominio, in un ordine qualsiasi.

= Nellasecondariga, cioe la effettiva prima riga della tavola, si copiano gli elementi della prima
riga, intendendo cosi dire che il generatore del dominio viene trasformato in quel elemento del
codominio.

= S riempiono le colonne costruendo le successive potenze (nell'operazione del codominio,
ovviamente) del primo elemento.

= Seg che el generatore e ha periodo & e se € f(g)=y se risulta che yk non e |I'unita, non si e
ottenuto un omomorfismo.

Esempio 1: stabilire sei seguenti sono omomorfismi.
f(Z+) »(Q4)
f(2) :z+% C.N.f(O):% non verificata. No

f(z) =22 C.N.A0)=0verificata f(a+b)=2(a+b)*=2a"+6a°h +6ab’+2b°
f(a) of (b)=24>+2b°
f1(@Q+) — (Z+) definitada

f(fj:a C.N./(0)=0 verificata f(%+%j=f(%j=ad+bcia“ No

Esempio 2: Si consideri il gruppo Se delle permutazioni sugli elementi 1, 2, ... ,6
a) Scriverelapermutazionep =(2 3 5)(4 1)(3 4 6)(1 5 2 3) come prodotto di cicli disgiunti
e stabilire se e pari o dispari.
b) determinare |’ ordine del sottogruppo X di S; generato dap™ eindicarne gli eementi.
c) indicaretutti i sottogruppi di X e tutti i sottogruppi di (Z*;,x) edi (Z*g,x), esplicitandone gli
elementi
d) Stabilire quanti e quali omomorfismi 1: X —( Z*7,x) eg: (Z*s,x) — X, Sl possono costruire.
Soluzione:
a p=(12)(3465)=(12)(35)(36)(34) quindi & pari
b. sappiamo cheil gruppo generato dap e quello generato dap™*=(1 2)(35 6 4) = ¢ sono lo
stesso sottogruppo, comungue € indifferente calcolare uno o I'altro.
mcm(2, 4)=4 ordinedi X
X ={q=(12)(3564),4°=(36)(54), ¢°=(12)(3465) =p, id}
c. cerchiamoi sottogruppi dei vari gruppi.
e |’unico sottogruppo proprio di X é{qz, id} ordine sottogruppi 1 2 4
o (Z*,x)={1,2,3,4,5, 6} haordine 7-1=6 ordine sottogruppi 1 2 3 6
{1} {2, 4, 1} {6,1} Z*¢ {3,2,6,4,51} {5,4,6,2 3,1}
o (Z*,x)={1,3, 5 7} ordinesottogruppi 1 2 4 {1} {3,1} {5, 1} {7,1} Z*s
nessun elemento haperiodo 4 = (Z*g,x) non e ciclico



d. Perf: senzautilizzareil fatto che (Z*7,x) e ciclico, ma usando il teorema dell'ordine, poiché
il dominio ha ordine 4, abbiamo le possibilita:
= 4=1x4 no, perché non c' e unapossibile immagine di ordine 4
= 4=4x1 el’'omomorfismo banae
= 4=2x2 nucleo {4’ id} immagine{6, 1}

Gli elementi del dominio | ¢ |4° |4° |id

sono trasformati in 6|1 |6 1
Ma poiché so che il dominio e ciclico, posso anche ragionare cosi:

/ 1 |2 |3 |4 |5 |6
q 1 |2 |3 |4 |5 |6
¢ 11 |4 |2 |2 |4 |1
¢ 11 |1 |6 |1 |6 |6
=i |1 |2 |4 |4 |2 |1
Kerf|x | NO|NO|NO|NO |{gi}
Imf | {1} {1, 6}

Per g:

[l dominio non & ciclico, quindi devo ragionare sugli ordini di nucleo e immagine:
4=1x4 seesiste & unisomorfismo manon esiste perché uno éciclico el’atro no
4=4x1 él'omomorfismo banae

4=2x2 ho3posshilinuclei {3,1} {5 1} {7,1} unasolaimmagine{q? id}

Gli elementi del dominio |1 |3 |5 |7

sono trasformati in id id q2 q2 primo

oppurein id | ¢° |id |4° | Secondo
oppurein id | ¢® | ¢* |id | Terzo

oppurein id|id |id |id |quarto

Esempio 3: Determinare tutti i possibili omomorfismi di (Z*;,%) in un qualsiasi gruppo ciclico X
di ordine 12, generato da p.

Soluzione:

(Z*,x)={1,2,3,4,5,6} haordine6

So che e ciclico, madevo trovare un generatore cioé un elemento di periodo 6

2=4=>1 haperiodo 3

3=>2=6=4=5=1 haperiodo 6 quindi € generatore.

Non interessa nessuna informazione ulteriore sul gruppo X, se non che é ciclico e generato da p

X ={p,p% 0% p" % p% P’ % p° p*° p*, n}

Anche se non serve, visto che il dominio eciclico, troviamo i sottogruppi del codominio X che
sono le possibili immagini:  A={ p°, p*, p% p°, "%, p?=n} B={ p%p°p° p=n}
c={ p"p°p?=n} D={p°p?=n} {p?=n} X

Anaogamente, troviamo i sottogruppi di Z*; che sonoi possibili nuclei: {1}, {1,6}, {2,4,1}, Z*7.
Conviene usare il metodo dellatavola pitagorica per costruire gli omomorfismi.



p p2 p3 p4 P5 p6 P7 p8 p9 p10 pll n
3 » pz p3 p4 ps pa p7 ps pg plO pll "
32 =2 p2 p4 p6 p8 p10 n p2 p4 p6 p8 plO n
33: 6 p3 p6 p9 n p3 p6 p9 n p3 p6 p9 n
34_ 4 4 8 4 8 4 8 4 8
= p p n p p n p p n p p n
S5_ 5 10 3 8 6 11 4 9 2 7
3=5 |p | p p p p p P p p p p n
=1 | pb n p° n p° n p° n p° n p° n
no | s no Si no Si no Si no Si no Si
ker {1} {1,6} {241} {6,1} {1} Z%
im A C D C A {n}

Se non avessimo visto che Z*; e ciclico, come si procede?
Prodotti che danno 6 = ordine dominio 6 =1x6 6=2x3 6=3x2 6=6x1
Si puo costruire la tabella delle corrispondenze senzausare i laterali...? proviamo

12 4 |3 5 |6
6 =1%x6 no|n |p° p* | p® no
6=1x6 noln |p> |p* |p®no
6 =1%x6 no|n p2 p4 plono
6=1x6 s |n |p | p? P10 | p®
6=1x6 no|n p8 p4 p2 6 10
6=1x6 s |n |p° ot | pY 2 | °

Procedere a caso e troppo faticoso.... Ragioniamo:

1 ha come trasformato solo 7, e questa € la prima condizione.

6 haperiodo 2 quindi 6 pud avere come trasformato solo p° 0.

2 non pud avere come trasformato p? perché 2 ha periodo 3, mentre p? ha periodo 6
2 pud avere come trasformato solo p* 0 0 n come pure 4

3 non pud essere a caso, perché 3% =2

Riproviamo a costruire la tabella mettendo dentro e condizioni.

112 |3 |4 |5 |6
6=1x6s |n |p* |p* |P® |p™ P8
6=1x6 s |n | BB |»° |5 |2 |
6=2x3 s |n |p*|p® | P8 |p* |n
6=2x3 s |n |p8|p* |p* |P® |n
6=3x2s |n |n |p° |n |p° |8
6=6x1sl |n |n |n |n |n

Esempio 4: Si consideri (Z*5,%). Dopo averneindicato gli elementi, stabilire se éciclico
determinandone un eventuale generatore e indicarne tutti i sottogruppi.

Determinare gli eventuali omomorfismi f:(Z*15,%X)— &, gruppo ciclico di ordine 6 con generatores.
(Z*5,%)={1,2,4,7,8,11,13,14} ordine8

Per il teoremadi Lagrange l'ordine dei possibili sottogruppi € 1, 2, 4, 8




E ciclico? Cerco generatore = elemento di periodo 8

2,4,81 no; 41 no; 7,4 13,1 no; 8halostesso periododi 2 perché 2™ no
11,1 no; 13=7'no; 14,1no = noneéciclico

{1}, {2, 4, 8,1}, {4,1}, {7, 4, 13,1}, {11, 1} {14, 1} sono i sottogruppi ciclici

non ciclici? Se c' e deve avere ordine 4. Non puo contenere elementi di periodo 4.

L’unico tentativo echecontenga 4el1l {4, 11, 14,1} ECCOLO!!!!

Non funzional’ agoritmo che prevede il dominio ciclico

Teorema: ord nucleo * ord immagine = ordine dominio =8

Candidati nuclei ordinel, 2,4, 8 sottogruppi dominio 1no 2no 4s 8 banale
Candidati immagini ordine 1, 2, 3,6 sottogruppi codominio 2 1
nucleo 1|2 4 |7 |8 |11 |13 |14

{2, 4, 8,1} n |n n s n s | |s°

{7, 4, 13,1} |n 50 n n s |52 |n 5

{4,11,14,1} |n |s° |n |2 |2 |n |2 |n

Esempio 5: Determinare tutti i possibili omomorfismi del gruppo del triangolo:
G={1,R1,R2,54,S8,Sc} in(Ze,+) eviceversa. (Latabellamoltiplicativadi G & sotto)

G hacome sottogruppi

{1} di ordine 1, {I,R1,R,} di ordine 3, {I,Sa}, {1,Ss}, {1,Sc} di ordine 2, G di ordine 6.
(Ze,+) ha come sottogruppi

{0} di ordine 1, {0,3} di ordine 2, {0,2,4} di ordine 3, e Z¢ di ordine 6.

Omomorfismi f: (G,0)—(Ze,+) Prodotti possibili: 6= 6x1, 6=3x2, 6=2x3, 6=1x6

Kerf | Imf Possibili omomorfismi | [R1|R2[SA|SB|Sc
{1} Ze |Ilsomorfismo. Non esiste: le due strutture sono diverse (unal-| - |- | - | -
abeliana e l'dtrano), quindi € inutile cercarlo.
{IL,R,R}| {0,3} |f()=ARy)=1R2)=0, 00 03 133
f(Sa)= A(Se)=(Sc)=3
{1,Sa} [{0,2,4} |/(N=ASx)=0 02 1410142

f(R1)= f(R10SA)=f(Sc)= 2
AR2)= ARXSa)= ASe)= 4

(1,52 {024} [)=/ASn=0 o4 2o 2 [a
f(R1)= fAR1® Sa)=A(Sc)= 4
R2)=AR20Sp)=/(Sp)= 2

{l,SB} {0!2!4} f(l):f(SB): 0 o2 la 210 la
S(R)=A(R10Sg)= A(Sa)= 2
f(Ro)= A(R20Se)=A(Sc)= 4

{1,Se} {0.2,4}|f(1)=ASp)=0 ola 12 14 o
f(R1)=A(R10Sg)=f(Sp)= 4
f(R2)= f(R20SB)= f(Sc)= 2

(1.5 (0,24 /(= AS0)=0 o2 4 4 2
f(R1)= AR10Sc)= f(Sg)= 2
R2)= AR20Sc)=f(Sa)= 4

{1,Sc¢} {0,2,4} |f(D=1ASc)=0 04 |2 2 |4
f(R1)= AR10Sc)= f(Sp)= 4
R2)=/(R20Sc)=f(Sa)= 2

G {0} |Omomorfismo banalef{a)=0 0j0 0|00
per ogni a (che esiste sempre).

Vediamo gli omomorfismi f: (Zs,+) > (G,0)



Kerf Imf Possibili omomorfismi 0/1/213/4]|5
{0} G Isomorfismo. Non esiste: le due strutture sono diverse
(unaabelianael'dtrano), quindi einutile cercarlo.
{0,3} [{1,R,R2} [A0)=A3)=1, AD=A4)=R1, fQ=/5)=R: || |[R1|R2| | |R1|R>
{03} [{1,Ri,R2}|(0)=A3)=I, =f=Ry,  fI2)=/B)=Ry || [Rp|Ry| | |Rp|Ry
{024} | {1,.Sa} 0=/2=A/D=1, A1)=/3)=/(5)=S | 1Sa| | |Sa| | |Sa
{024} | {I,Se} 0=/2=AD=1, AD=/3=f5)=S | Sg| | |Se| | [Se
{024} | {1.S¢ f0=A2=A4)=1, [D)=/B3)=/B)= L(Sc| ! [Sc| ! |Sc
Zs {1}  |Omomorfismo banale f(z)=I per ogni z HEEEEEEEER

Tavolamoltiplicativadi (G,°)

Esempio 5: Un tema d'esame:
Si consideri il gruppo (P4[x],+) dei polinomi di grado non superiore a1, acoefficienti in Z.

1.
2. Individuare tutti i sottogruppi di P1[x].

3.

4. Stabilire se esistono omomorfismi trail gruppo (P4[x],+) e il gruppo (Ze,+) e in caso positivo,

Stabilire I'ordine di P,[x] ed elencarne gli elementi

Stabilire se P1[x] € un gruppo ciclico.

indicarli.

Soluzione

1

2.

Gli elementi di P1[x] sonoi polinomi dellaforma ax+b, cona,b in Zz, quindi sono 9:
{0, 1, 2, x, 2x, x+1, x+2, 2x +1, 2x+2}
Cerchiamo i periodi degli elementi non nulli (o O non pud essere un generatore):
e 15250 quindi 1 e 2 hanno periodo 3 e{0, 1, 2} € un sottogruppo;
e x—>2x—> 0 quindi x e2x hanno periodo 3 e{0, x, 2x} € un sottogruppo;
o x+1-52x+2— 0quindi x+1 e2x+2 hanno periodo 3 e {0, x+1, 2x+2} € un sottogruppo;
e 2x+1->x+2— 0quindi 2x+1 e x+2 hanno periodo 3 e {0, 2x+1, x+2} € un sottogruppo;
Sono stati elencati tutti i sottogruppi di ordine 3, poiché 3 € |I'unico divisore di 9, non esistono
altri sottogruppi propri.
nessun elemento ha periodo 9, quindi il gruppo non é ciclico.
[l gruppo (Ze,+) € ciclico e quindi non pud essere isomorfo aP[x]; possono perd esistere omo-
morfismi non banali con nucleo di ordine 3 e immagine di ordine 3; I'immagine € I'unico
sottogruppo non banale di Z,, {0, 3, 6}.
N={0, 1, 2} Nucleo; = i laterali sono N+x={ x, x+1, x+2} e N+2x={2x, 2x+1, 2x+2}
M={0, x, 2x} Nucleo; = i laterali sono M+1=(1, x+1, 2x+1} e M+2={2, x+2, 2x+2}
P={0, x+1, 2x+2} Nucleo; = i laterali sono P+1={1, x+2, 2x} eP+2={2, x, 2x+1}



e Q={0, 2x+1,x+2} Nucleo; = i laterali sono Q+1={1, 2x+2, x} e Q+2={2, 2x, x+1}
s trovano 8 omomorfismi mandando gli elementi del nucleo in 0, quelli di un laterale in 3 e quelli
dell'atroin 6, cioé:

{0,1,2} > 0; {x, x+1, x+2}— 3; {2x, 2v+1, 2x+2} —> 6
{0,1,2} > 0; {x, x+1, x+2} > 6; {2x, 2v+1, 2x4+2} > 3
{0,x, 24} - O; {1, x+1, 2x+1}— 3; {2, x+2, 2x+2} > 6
{0, x, 21— O; {1, x+1, 2x+1} - 6; {2, x+2, 2x+2} >3
{0, x+1, 242} > 0; {1, x+2, 2} > 3; {2, x, 2x+1} — 6

{0, x+1, 2x+2} — 0; {1, x+2, 2x} > 6; {2, x, 2x+1} — 3

{0, 2x+1, x+2} > 0; {1, 2x+2,x} > 3; {2, 2x,x+1} — 6

{0, 2x+1, x+2} — 0; {1, 2x+2, x} — 6; {2, 2x, x+1} — 3

Esempio 6: Altro tema d'esame

. L _ _ 1 23 456 7 8
Si consideri la seguente permutazionep di Sg: :

37584261

scrivere p come prodotto di cicli disgiunti e stabilire se € pari o dispari
determinareil periodo di p, p° ep®
determinare |’ ordine del sottogruppo X di Sg generato da p° eindicarne gli elementi.

stabilire quanti laterali ha X in Sge scrivere gli elementi del laterale di X individuato dal ciclo

(12) (cioéil laterale (1 2) X ).

Soluzione:

1. Risultap=(13548)(276)=(18)(14)(15)(13)(26)(27),quindi p & pari.

2. Postoc=(13548)ed=(276),risultac’=ld equindi ¢ haperiodo 5; d *=Id e dunque d
ha periodo 3, quindi p ha periodo mcm(5,3)=15.
Risultainoltre p*= ¢*d® = ¢ = (1 4 38 5), quindi p>ha periodo 5, mentre p°= ® ®=d = d ?
=(267), quindi p°haperiodo 3.

3. Ricordando che I’ ordine del sottogruppo di un gruppo generato da un elemento coincide col
periodo dell’ elemento stesso, I’ordinedi X é5e
X={p°=(14385), p°Y=(13548), (»°)°=(18453), (»)'=(15834), (»°)°=Id}.

4. Gli elementi di Sg sono 8!; gli elementi di X sono 5. Poiché ogni laterale di X € costituito da
tanti elementi quanti quelli di X ei laterali di un sottogruppo costituiscono una partizione, i
laterali di X sono 8!/5. Gli elementi di (1 2)X sono:

(12)(14385)=(143852), (12)(13548)=(135482),
(12)(18453)=(184532), (12)(15834)=(158342), (12)1d=(12).

SN

Esempio 7: Cerchiamo tutti i possibili omomorfismi 1 (Z 15,x) — (Z 16,%) molto DIFFICILE

Candidato nucleo ordine ordine Candidataimmagine
{1} 1\ 21 {1}

{4, 1} 2 2 {7, 1}

{11, 1} 2 2 {9, 1}

{14, 1} > | AN 2 {15, 1}
{2,4,8, 1} 4 \: 4 {3,911, 1}
{7,4,13, 1} 2/ Yy {5,9, 13, 1}
{11,14,1, 4} 4 4 {7,9,15, 1}

(Z*15.%) 8 8 (Z*16.¥)




C’ &, come sempre, I’omomorfismo banale. Costruiamo gli altri:
Per semplificare lacomprensione di quello che segue, scriviamo le tavole pitagoriche dei due

ruppi:
Z*s | 1|2 | 4 8 111113 |14 || Z%6 | 1 I 11 /13|15
1 11247 |8|11]13]14 1 1 7 1111315
2 21418141 |7 (11|13 3 3 155 (11| 1|7 |13
4 1418|1132 |14|7 |11 5 5115 313|711 |11
7 7114134 (11|21 |8 7 715 1]15]13|11] 9
8 8(1|211|4 (13|14 | 7 9 9 (11|13|15/1 |3 |5 |7
11 117 14|12 (13|18 |4 11 |11)1 /71313 ]9]15|5
13 13|11 7|1 |14 2 13 13|71 ]11|5 |15 3
14 114131118 |7 |4 |2 |1 15 |15(13(11|9 |7 | 5 1

Ricordiamo che ogni omomorfismo deve soddisfare la condizione  f (axb) = f(a) x f(b)

Per gli ordini: ordineNucleo x ordindmmagine=8 = 1x8, 4x2, 2x4 8x1
| caso: Nucleo {4, 1} Laterai del nucleo{2,8} {7,143} {11, 14}
Immagine {3,9,11,1} o0 {5, 9, 13, 1} o0 {7,9, 15, 1} cheequellonon ciclico.

1 2 4 7 8 11 13 14
1 |301lno| 1

1 9 1 3 11 3 11
1 9 1 11 9 3 11 3
1 |5013n0| 1

1 9 1 5 9 13 5 13
1 9 1 13 9 5 13 5

Per i primi due casi, ragioniamo, ad esempio, in questo modo:

» f(1) =f(4) =1 perché{1, 4} eil nucleo

» 1 due elementi di ogni laterale del nucleo vanno nello stesso elemento.

» Proviamo amandare 2 nei vari elementi, controllando di avere un omomorfismo.

» 3 e1l ne primo caso e 5 e 13 nel secondo non danno luogo ad omomorfismi perché hanno
periodo 4, mentref (22)=1, poiché 4 appartiene a nucleo.

» Sistemato 2 (e quindi 8) nell’ unico modo possibile cioé con f(2)=9, mandiamo 7 (e quindi 13)
in un altro elemento dell’immagine, e di conseguenza 11 e 14 nél’ultimo eemento.
Controlliamo che I’ operazione si conservi guardando se ' (7x11) = £(7) x f(11), f(7x7) =f(7)
xf(7) e f(11x11) =1 (11) x £ (11). Gli dtri prodotti vengono di conseguenza.

Si trovano quindi 4 omomorfismi.

Il terzo sottogruppo candidato immagine si comporta in modo diverso perché tutti i suoi €l ementi
hanno periodo 2. La condizione f (22):1 e quindi soddisfatta datutti etre gli elementi.

Dunque 2, e quindi 8, puo essere trasformato siain 7 chein 9 chein 15.

Poniamo per primacosa f(2)=7.

Supponiamo orache sia f(7)= f(13)=9. Poiché 7°=13, 1 (7%)=f (7)3= 9°=9= 1 (13), quindi I’ipotesi



fatta non contrasta col fatto che si cerca un omomorfismo.

Risulta di conseguenza che f(11)= f (14)=15 e poiché 11 e 14 nel dominio e 15 nel codominio
hanno periodo 2 anche per questi sembra non ci siano problemi.

Resta da verificare che f(7x11) = f(7) x f (11) einfatti & f (7x11)=f (2)=7 e f(7) x f (11) =9 x
15 =7; gli altri vengono di conseguenza.

Discorso esattamente identico se /' (7)= f(13)=15 e f (11)= f (14)=9 e negli altri cas come nella
tabella sotto.

1] 2 4 8 |11 |13 | 14
1] 7 1 7 11519 |15
117 1 115] 7 9 |15] 9
119 1 7 19 |15 7 |15
119 1 115] 9 7 |15 | 7
1151 7 159 7 9
1115|119 |15 ] 7 9 7

Si trovano quindi 6 omomorfismi; in tutto, con nucleo {1, 4} 10 omomorfismi.
Allo stesso modo si trovano 10 omomorfismi con nucleo {1, 11} e 10 con nucleo {1, 14}.

Se invece il nucleo ha ordine 4 il discorso € molto pit semplice perché ¢’ e un solo laterale per il
nucleo, quindi gli elementi del nucleo vanno in 1, quelli del laterale nell’atro eemento
dell’immagine, che ha ordine 2. Quindi:

Nucleo{2,4,8,1} —>1 Immagine{7,1} Lateraledel nucleo {14, 13,11, 7} >7
Nucleo{2,4,8,1} —->1 Immagine{9,1} Laterale del nucleo {14, 13, 11, 7} =29
Nucleo{2,4,8,1} —>1 Immagine{15, 1} Lateraledel nucleo {14, 13, 11, 7} > 15
Nucleo{7,4, 13,1} >1 Immagine{7,1} Lateralede nucleo {14, 8,9,2} —>7
Nucleo{7,4,13,1} ->1 Immagine{9, 1} Lateralede nucleo {14, 8,9,2} ->9
Nucleo{7,4, 13,1} ->1 Immagine{15, 1} Lateraledel nucleo {14, 8,9,2} —>15
Nucleo {11, 4, 14,1} »>1 Immagine{7, 1} Lateralede nucleo{7,8,13,2} —>7
Nucleo{11, 4, 14,1} -1 Immagine{9, 1} Lateralede nucleo{7,8, 13,2} -9
Nucleo {11, 4, 14,1} -1 Immagine{15, 1} Lateraledel nucleo {7, 8, 13,2} —>15
Quindi atri 9 omomorfismi

Poichéi due gruppi hanno lo stesso numero di el ementi, ci possono essere isomorfismi.

> Gli dementi di periodo 2 del dominio (4, 11, 14) devono essere trasformati in elementi di
periodo 2 del codominio (7, 9, 15), ma poiché 4x11=14 deve essere f (4x11)=f (4)x [ (11)=f
(14) e questo risulta vero in tutti i sei casi 2possi bili.
Chi puo essere ' (2)? Sappiamo che f (29)=7 o f (2%)=9 o f(2%)=15. Ma guardando la tavola
pitagoricadi (Z 16,x) scopriamo che solo 9 & un quadrato, quindi & obbligatorio che sia £ (4)=9.
Peraltro 9 eil quadrato siadi 3 chedi 5 chedi 11 e 13, quindi /(2) € uno di questi valori.
24=8 > f(2x4) =f (2 xf(4) =f(2) x9=/(8)
2x8=1 2> f(2x8) =f(2) xf(8) =f(1) =1quindi
2x7=14 > f(2x7) =f(2) x f(7) =f(14) = 15 oppure 7 ; a seconda di quanto vale f (2)
troviamo f'(7) nei due casi:

0 s£f(2=3 e f(14)=15>f(7)=5 sef(14)=7-> f(7) =13

0 sef(2=5 e f(14)=15>f(7)=3 sef(14)=7->f(7) =11

0 sef(2=1le f(14)=15>f(7=13 sef(14)=7->f(7)=5

0 sef(2=13e f(14)=15>f (7 =11 sef(14)=7->f(7)=3
» 2x11=7 > f(2x11D)=1(2) xf(11) =f(7) questo risultaun controllo perchéi valori sono gia

A\
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fissati:
0 3x7=5sl, 5x7=3s, 11x7=13sl, 13x7=114d,
0 3x15=13s, 5x15=11s4i, 11x15=5s, 13x15=3si
» 2x13=11 - f(2x13)=1(2) xf(13) =/ (11) = 7 oppure 15 di qui s ricavaf(13), che el'ultimo
che manca:
0 £/(2=3 e f(11)=15>/(13)=13 s/ (11)=7-> f(13) =5
0 £f(2=5 e f(11)=15>f(13)=11 sf(11)=7-> f(13) =3
0 sef(2=1le f(11)=15>71(13)=5 sf(11)=7-> f(13) =13
0 sef(2=13e f(11)=15>1(13)=3 sf(11)=7-> f(13) =11
» 2x14=13 > f(2x14)=1(2) x f (14) =/ (13). Anche questo &€ un controllo, sempre soddisfatto.
Gli isomorfismi trovati sono quindi 8 e sono i seguenti:

1 2 4 I 8 [ 11 | 13 14
1 319 5 11 | 7 | 13 15
1 5 9 3 13| 7 |11 15
1 /11] 9 13 3 | 7 5 15
1 113] 9 11 7 15
1 9 13 11 | 15 7
1 9 11 |13 /15| 3 7
1 ]11] 9 5 3 |15 ] 13 7
1 |13] 9 3 5 |15 | 11 7

Esercizi

1. Veificare che (Z,+) e (M;,+) ={inseme dei multipli di £} sono isomorfi.

2.

(Z,+) eisomorfo a gruppo ({ i, ke 7} ,+) ?
(Z4,%) € (Z*s5,x) sono isomorfi? .
Mostrare che non sono isomorfi i gruppo del rettangolo e (Z4, +).

Mostrare che se tra due gruppi dello stesso ordine esiste un omomorfismo iniettivo, questo € un
isomorfismo.

Mostrare che se un omomorfismo € iniettivo, ker(/)= { u}

Inun gruppo (G,°) s consideri la seguente relazione ~: dati x, ye G, x ~y seesistez e G tae

chey = zxoz

a. mostrare che ~e unarelazione di equivaenza.

b. Se@G éil gruppo di sostituzioni su 3 elementi determinare le classi di equivalenza
dell'identitaedel ciclo (1 3 2).

Si consideri il gruppo S, delle permutazioni sugli elementi 1, 2, ... ,7

a. Scriverela permutazione o come prodotto di cicli disgiunti e stabilire se e pari o dispari
) a=(235741)@B46)(1L5273

b. Determinarel'ordine e gli elementi del sottogruppo di S; generato da o



9. Si consideri il gruppo S; delle permutazioni sugli elementi 1, 2, ... ,7

a.

Scrivere lapermutazionea =(1 3 6 2)(4 3 6)(3 5 7)(1 5 7 2) come prodotto di cicli
disgiunti e stabilire sea. € pari o dispari
determinare I'ordine del sottogruppo X di S7 generato da o, e indicarne gli elementi.

c. determinaretutti i possibili omomorfismi di (Zg,+) in X.

d.

determinare tutti i possibili omomorfismi di (Zg,+) in X.

10. Si consideri la seguente permutazionep di S;: (1 2 6 7) (1 3 5 2).

a.
b.

C.

d.

Scrivere p come prodotto di cicli disgiunti e stabilire se e pari o dispari

Determinareil periodo di p, p* ep®

Determinareil piu piccolo sottogruppo X di Srtale cheil suo laterale X (3 7) individuato
dal ciclo (3 7) contengap.

determinare tutti i possibili omomorfismi di (Z*g,x) > X edi X—>(Z*g,%)

11. Si consideri lapermutaziones =(1 2 5¢ (3 8 4)-(3 4 7)-(1 2 6) di Ss.

a.
b.

C.

12. Si consideri la seguente permutazione p di S5 :(

a.
b.
C.

Scrivere s come prodotto di cicli disgiunti e calcolare se € pari o dispari.
Scrivere gli elementi del sottogruppo G di Sg generato das indicandone gli elementi.

Determinare tutti i sottogruppi di G.

Si consideri (Z*s,%). Dopo averne indicato gli elementi, stabilire se é ciclico
determinandone un eventuale generatore e indicarne tutti i sottogruppi.

Determinare gli eventuali omomorfismi f: (Z*9,x) — 6.

Determinare gli eventuali omomorfismi f': (Z*15,X) — (Zg,*)

1 23 4567
35476 2 1)'

Scrivere p come prodotto di cicli disgiunti e stabilire se & pari o dispari

Determinare I’ ordine del sottogruppo X di S7 generato da p3 e elencarne gli elementi
Si consideri il sottogruppo W di S7 generatoda (1 3 2 4). Determinare tutti i possibili
omomorfismi di Win X

13. Nel gruppo Ss siak=(1 4)(2 3 5).

a.

b.

s scrivano &% e k™ come prodotto di cicli disgiunti, si stabilisca se sono pari o dispari e se
neindividui il periodo.
Determinare tutti gli elementi del sottogruppo X generato da &

c. Stabilire quanti e quali omomorfismi esistono tra (Zs,+) e (X,)

14. Si consideri la seguente permutazione p di Ss :[

a.

b.

12 3 45

345 2 1}

Determinare I’ ordine del sottogruppo X di Sg generato da p ed elencarne gli elementi. Dato
il ciclog=(1 2 4 3) di Sgdeterminare gli elementi del sottogruppo Y di Ss generato da g.
Stabilire quali e quanti omomorfismi esistono di dominio X e codominioY



15. Si consideri il gruppo S; delle permutazioni sugli elementi 1, 2, ... ,7.
a. Scriverelapermutazionep=(2 4 3 5)(4 1 7)(3 4 6 5)(1 5 7 3) come prodotto di cicli
disgiunti
b. Determinarel'ordine del sottogruppo X di Sz generato dap e scriverne gli elementi.
Determinare tutti i sottogruppi di X.
d. Determinare tutti i possibili omomorfismi di in (Ze,*).

16. Si consideri il gruppo S7 delle permutazioni sugli elementi 1, 2, ... ,7
a. Scriverelapermutazione o =(2 3 5)(4 3 7)(3 4 6)(1 5 2) come prodotto di cicli disgiunti
e stabilire se o € pari o dispari
b. determinarel'ordine e gli elementi del sottogruppo X di di S7 generato daa.
c. Determinare tutti i possibili omomorfismo di X in(Zs,+) edi (Zo,+) in X .

17. Si consideri la seguente permutazionep di Sg: (1 3 4 7)(1 6 2)(1 5)(5 8 6)(1 2).
a. Scrivere p come prodotto di cicli disgiunti e stabilire se & pari o dispari
Determinare I’ ordine del sottogruppo X di Sg generato da p indicandone gli elementi.
Indicare i sottogruppi di X
Indicarei sottogruppi di (Z*q, x) e stabilire se é ciclico.
Indicare tutti i possibili omomorfismi /> X—(Z*y,x) e gli omomorfismi g: (Z*9,x) ->X.

c a0 T

18. Determinare tutti i possibili omomorfismi f:(Zs,+) — (Z*9,x), dopo aver studiato per quanto
possibile i due gruppi.

19. Nel gruppo smmetrico Sg siap=(1 2 4 3 6)(1 2 6)(2 5 3 4)(1 4 5).
a. s scriva p come prodotto di cicli disgiunti, si stabilisca se € pari o dispari.
b. Siindividui il periodo di p, si determinino tutti gli elementi del sottogruppo (X,e) generato
dap eseneindichinoi sottogruppi.
c. Siconsideri (Z*s,x). Seneindichino gli elementi. Si stabilisca se e ciclico e se neindichino
| sottogruppi.
d. Stabilire quanti e quali omomorfismi esistono tra (Z*g,x) e (X,e) etra(X,e) e (Z*g,%)

20. Nel gruppo simmetrico Syo s considerino i due cidi 4 ek cosi ottenuti:
i) s determini il pit piccolo numero p>A le cui quattro cifre siano distinte traloro e tali
cifredeterminino & [es. (1 9 8 0)]
ii) s determini il piu piccolo numero n’ >nle cui tre cifre siano distinte traloro e da quelle
di p eletrecifre determinino % [es. (32 7)]

b. Determinaretutti gli elementi dei due sottogruppi H e K generati rispettivamente da  ek.
Determinare tutti gli elementi del "piu piccolo” sottogruppo X di S,9 che contiene sia 2 che
k (per "piu piccolo" si intende che deve contenere 4, k etutti gli elementi che di S10 Sono
necessari perché siaun gruppo, senza altri elementi) e verificare che X haordine 12
d. Determinare tutti i sottogruppi di X.
e. Stabilirese X éciclico ein caso affermativo indicarne un generatore.
f. Stabilire quanti e quali omomorfismi (Z12,+) = (X,.) esistono.

21. Siah =m sem é composto altrimenti sias = m + 1. Si considerino il gruppo (Z,,+) e (Z*19,x).
(sl ricorda che con Z*4 s indical'insieme degli elementi di Z 14 primi con 10).
a. Stabilire sei due gruppi sono isomorfi;



b. Determinare, se esiste, un omomorfismo (Zx,+) — (Z*10,x) diverso da quello bande.
c. Determinare, se esiste, un omomorfismo (Z*10,x) = (Zs,*) diverso daquello banale.

22. Nel gruppo simmetrico S1o siak la permutazione cosi ottenuta:
1) s accosti N con le quattro cifredi A (ad es. 430135 1977) ;
1) o suddividano le cifreintre gruppi di 3, 4, 3 cifre[es. (430)(1351)(977)]
iii) seinun gruppo ci sono cifre ripetute si eliminino quelle pit adestra
[es. (430)(135)(97)]
IV) sl eseguail prodotto dei cicli ottenuti.
sl scomponga k in cicli disgiunti e in prodotto di trasposizioni.
si stabiliscase k e k? sono pari o dispari.
Si determini il gruppo X generato dak, indicandone I’ ordine e gli el ementi

c ano

Determinare inoltre tutti i possibili omomorfismi tra (Z;,+) ed X e viceversa.

23.1n Q s consideri laseguente operazione: x oy =x +y + mxy
a. mostrare che o e associativa
b. determinare |'elemento neutro
c. determinare per quali elementi di Q esiste I'ddemento inverso e quale é.

24. Nel gruppo simmetrico Sy Siak la permutazione cosi ottenuta:
a. S accosti N con le quattro cifredi A (ad es. 530133 1980) ;

Determinare un intero 4 tale che il gruppo (Z,,+) siaisomorfo ad X. Perché esiste di sicuro?

b. s suddividano lecifrein due gruppi di 4 e 3 cifre tutte distinte traloro (se non esistono, si

aggiungano adestra, in ordine crescente, le cifre mancanti [es. (530 1)(9 8 2)]
Scrivere gli elementi del gruppo ciclico X generato da k.

Individuare tutti i possibili generatori per tale gruppo.

Determinare tutti i sottogruppi di X.

Scrivere k come prodotto di trasposizioni in due modi diversi (con un numero diverso di
trasposizioni)

Stabilire quanti e quali omomorfismi (Zg,+) — (X,°) esistono.
h. Stabilire quanti e quali omomorfismi (Z*g,x) — (X, *) esistono.

e a0
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25. Nel gruppo simmetrico S1o Siak la permutazione cosi ottenuta:
1) s accosti ladatadi nascitacon » (ad es. 03 08 1978 732) ;

ii) s determinino le prime 5 cifre distinte divisein un gruppi di 2 e 3 cifre[es. (0 3) (8 1 9)]
b. s scrivano k* e k™ come prodotto di cicli disgiunti, si stabilisca se sono pari o dispari e se

neindividui il periodo.

Determinare tutti gli elementi del sottogruppo X generato da &
Scrivere gli lementi del laterale di X generato da (1 2).
Stabilire quanti e quali omomorfismi esistono tra (Ze,+) e (X, *)
Stabilire quanti e quali omomorfismi esistono tra (X, -) e (Ze,*)

e a0



